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APLICAGAO DA TRANSFORMADA DE HILBERT A ANALISE
DO ELETROCARDIOGRAMA

L.C. carvaLHo (1)

RESUMO— A transformada de Hilbert tem sido utilizada em muitas apli
goes relacionadas com o processamento de sinais. Recentemente ela
também tem despertado interesse na area de processamento de sinais
biologicos, especialmente no processamento do eletrocardiograma(ECG).
Este trabalho faz uma anialise tedrica da transformada de Hilbert, mos
tra como implementa-la e analisa aplicagoes no processamento do ECG,
discutindo as suas potencialidades neste campo.

INTRODUGAO

A transformada de Hilbert (TH) tem sido largamente empregada em processa-
mento e analise de sinais, apllcada 3 teoria de comun1cagao em transmissao de
sinais SSB, no tratamento de sinais em presenca de ruido, na analise do  sinal
da fala, etc. O seu conceito tem sido incorporado em "hardware" em equipamen-
tos para a analise de sinais (Thrane, 1985), fluximetros tipo Doppler direcio
nal (Webster, 1978) e outros. O advento de filtros digitais e processadores de
sinais em circuitos integrados tem permitido o emprego desta técnica em aplica-
coes de processamento em tempo real.

Nos Ultimos anos a TH tem sido empregada tambeém na area de processamento
de sinais biologicos, notadamente no processamento do ECG (Bolton, 1981, Takaya
e Carvalho, 1983, Oldano e Pinciroli, 1984). Neste caso, a TH aplicada a uma
Unica derivacao do ECG fornece novos sinais temporais associados (modulo, fase,
frequencia instantanea) e registros graficos especiais (displays) que podem ser
utilizados vantajosamente na anialise de arritmias, detecgao do QRS, caracteri-
zagao de diversos eventos do sinal e em técnicas de reconhecimento de padrao
aplicadas ao ECG.

0 proposito deste trabalho & o de caracterizar a TH, mostrar um método de

implementa-la, discutir aplicacoes a analise do ECG, mostrar os sinais e regis—
tros graficos obtidos processando-se eletrocardiogramas normais.

A TRANSFORMADA DE HILBERT

A transformada de Hilbert de uma fungao real g(t) € definida pela operagao
linear representada pela seguinte equagao:

1lg(®)] = a(0) = 1/n/ 88 41 (1)
t-T

onde H representa o operador transformada de Hilbert e o simbolo ~  usado
sobre a letra g 1indica a transformada.

(1) Professor Adjunto do Departamento de Fisiologia e Patologia da UFPb, Pes~
quisador do NETEB/UFPb ~ Hospital Universitario da UFPb - JP - Pb.

82



Para assegurar convergencia, esta integral € calculada como o limite da so
ma de duas integrais.

Uma observagao cuidadosa da equagao (1) permite verificar que a TH de g(t)
corresponde i convolugdo de g(t) com a fungao 1/t, e esta fungao corresponde a
resposta impulsiva da TH (Fig. la). A convolugao & uma operagao que quando
executada no dominio do tempo, & de implementacao complexa e computacionalmente
lenta.

De acordo com o teorema da convolugao (2), sabe-se que esta operagao po-
de ser executada com vantagem no dominio da frequencia, onde ela corresponde a
simples multiplicagaes.

g()%E(t) e C@w).F(w) ()

onde o simbolo * representa convolugao e F a transformada de Fourier.

A transformada de Fourier da fungao 1/t corresponde a funcao -jsgmw (Fig.
1b) definida por (3).

j para w<0 j = \/-1
-jsgnw =4{-j para w>0
0 para w=0 &)

Este resultado mostra que para obter a TH de uma fungao deve~se mltiplicar
os componentes espectrais de g(t) por j ou -j, dependendo do sinal de w. Isto
corresponde a uma rotagao de 3908° nos componentes espectrais do sinal origi-~
nal, dependendo da frequencia. Entao a TH corresponde a um tlpo peculiar de
f11tro no qual as amplitudes dos componentes espectrais nao sio modificadas mas
tem as suas fases alteradas em $90°, Diferentemente da transformada de Fourier
a TH & aplicada a uma fungao do tempo e resulta em uma outra fungao do tempo.

Um método para a obtencao da TH & sumarizado na Fig. 2. FFT corresponde a
qualquer algoritmo para a obtenggo da transformada rapida de Fourier enquanto
IFFT corresponde a inversa. A razao pela qual surge a manlpulagao dos componen
tes reais e imaginarios mostrada na Fig. 2 & explicada mo Apendice.

A fungao complexa (4) formada com a funcao origimal (g(t) - parte real) e
sua TH (g(t) - parte imaginaria), corresponde ao sinal analitico tambem referi-
do como pre—envelope de g(t)., A TH & também comumente referida como fungao ou
sinal de quadratura do sinal original. O sinal analitico ndo contém componen
tes espectrais para w<0, ou seja, para w<0 estes componentes espectrais tem am
plitude igual a zero, razac pela qual a TH € uUtil em aplicagoes de SSB.

z(t) = g(t) + jg(t) (4)
ou

z(t) = z(t) ] e30(t) (5)
|2(0) |=)/g(t) + 3o (6)
e

8(t) = arctg g(t)/g{t) (7
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Fig.1

Em (a) a resposta impulsiva da transformada de Hilbert
Em (b) a sua transformada de Fourier funggo -jsgnw.
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g(t) = sinal original
¥ FFT
ReG(w), ImG(w)

+ Manipulagao de G(w)

ReG(w) = — ImG(w)
ImG(w) = + ReG(w) para w<0
ReG(w) = + ImG(w)
InG(w) = — ReG(w) para w>0
4 IFFT
g(t)

Fig., 2 ~ Obtengao da TH usando a transformada raplda de Fourier
e inversa. Re=parte real, Im=parte imaginaria.

As equagoes (6) e (7) definem duas novas propriedades que podem ser dteis
na analise do sinal original: o mddulo e a fase do sinal analitico. A primei-
ra & frequentemente chamada de envelope de g(t) e a segunda simplesmente a fase
de z(t). Uma terceira fungao do tempo, a frequencia instantanea, obtida pela
derivagao de 6(t) também pode ser Util na analise de g(t) (Thrane, 1985),

0 sinal analitico corresponde a um vetor que descreve um movimento de revo
lugao em torno do eixo do tempo. A projecao desta fungao tridimensional mno pla
no complexo representa o diagrama de Nyquist, tambem chamado de diagrama faso~
rial,

As figuras 3a e 3b ilustram os graficos destas diversas fungoes para uma
fungao senoidal e um pulso, respectivamente., A anilise destes graficos permi-
te visualizar a natureza dos resultados obtidos pela aplicacao desta tecnica.
Por exemplo, a TH do sen & -cos, fato que revela um desvio de 1/4 de comprlmen—
to de onda no dominio do tempo, e que corresponde a um desv1o de_fase de 90° no
dominio da frequencia., Neste caso, o diagrama de Nyquist & um circulo e a es-
piral relativa ao sinal analltico corresponde a um movimento circular uniforme
em torno do eixo dos tempos.

A aplicagao da TH a um pulso, permite verificar o comportamento do sinal
obtido, quando existem tran31goes bruscas nos sinais, tal como esperado no caso
de complexos QRS. A Fig. 3b demonstra que a transformada do pulso comporta-se
de modo similar aos chamados "diferenciadores imperfeitos' (Takaya e Carvalho,
1983) de tal modo que este sinal guarda uma certa semelhanga com o negativo da
derivada (~d/dt g(t)) do sinal do pulso.

Os eletrocardiogramas apresentados nesta segao, obtidos de individuos nor-
mais, foram convertidos usando—se um conversor A/D de 12 bits implementado por
nos para o "bus" do IBM-PC. A frequencia de amostragem foi de 500 amostras/seg,
exceto para o ECG da Fig. 7 (100 amostras/seg.). Os sinais foram processados
em computador compatIvel com o IBM-XT com 640 Kbytes de memoria, coprocessador
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Diagrama de Nyquist

,,»’ff\\\ //\ i
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Diagrama de Nyquist
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Fig.3 Em (a), uma fungzo seno(tragado superior) e sua transformada
de Hilbert -coseno(tragado inferior) e a direita o diagrama
de Nyquist. Em (b) um pulso, sua transformada de Hilbert e o
diagrama de Nyquist.
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8087, Winchester de 20 Mbtytes, dois "floppy drives" de 360 Kbytes, portas se-
rial e paralela, placa grafica de alta resoluczo (padrao Hercules - 720x348 pi-
xels), usando-se FORTRAN 77 e HBASIC para obtencao dos graficos. A Fig. 8 foi
obtida processando-se o sinal em um computador VAX11/780 e um sistema de proces
samento de imagens COMTAL, -

As figuras 4 e 5 mostram os resultados obtidos com a aplicagdo da TH a de-
rivagao IIL do ECG de dois individuos normais. Nestas figuras temos o ECG, a TH
(HECG), modulo e fase. A Fig., 6 mostra os diagramas de Nyquist correspondentes
a estes eletrocardiogramas.

Observa—se nestas figuras que a TH do ECG tem uma certa semelhanga com o
negativo da derivada do sinal original e isto pode tornma-la Util na detecgao
do QRS. Visto que a TH comporta-se como um "diferenciador imperfeito”, ela con
serva algumas das caracteristicas Uteis da derivada do ECG, largamente emprega~
das em detectores de QRS, sendo, no entanto, menos suscetivel ao ruido. Ahls~
trom e Tompking (1983, 1985) superem a utlllzagao de transformagSes nao linea
res para a detecgao do QRS baseada no uso da primeira e segunda derivadas do
ECG. O ECG & previamente filtrado com um filtro passa faixa que favorece os
componentes de freguencia do QRS, minimizando a influéncia das ondas Pe T. A
primeira e segunda derivadas sao retificadas, filtradas ("smoothing™) e soma-
das, resultando em um pulso, apds a apllcagao de um limiar, com histerese, A
Fig. 7a mostra o resultado da aplicacac deste procedimento, utilizando-se a TH
em substituicac a primeira derivada, seguida de nova transformacdo usada em su-
bstituigao a segunda derivada. Embora nao se tenha utilizado o filtro passa
faixa que atenuaria consideravelmente a onda T, ve-se que o pulso resultante
(Fig. 7a tragado inferior) permite, apos a apllcagao de um limiar, a deteccao da
onda R, Observa-se tambem que a base do complexo resultante tem uma largura
igual 3 do QRS.

Pahlm e Sornmo (1984) apontam uma tendencia para a utilizacao de transfor—
magdes nao lineares em algoritmos usados na detecgao do QRS. O objetivo destas
técnicas & o de obter um pulso positivo Unico, que permita o uso de um detetor
de pico ou ap11ca§ao de limiares para a deteccao do QRS.Eles mostram que o enve
lope do sinal (modulo—fxguras 4 e 5), foi utilizado com este objetivo. A TFig.
7b demonstra a utilizacao do modulo do sinal analftico utilizado para detectar
o QRS no mesmo sinal da Fig. 7a., Como no caso anterior a utilizagao de um fil-
tro passa faixa atenuaria a onda T, permitindo a obtencac de um pulso anico, PO
sitivo. Uma vez mais a apllcagao de um limiar permitiria a detecgao do pico
da onda R, Neste caso tambem observa-se que _a base do complexo resultante {(Fig.
7b ~ tragado inferior) tem largura idéntica a do QRS.

Os diagramas de Nyquist apresentados na Fig. 6 tem uma grande semelhanga
com o vectocardiograma. A cada complexo do ECG corresponde uma al¢ca neste re-
gistro grafico. Isto fica partlcularmente bem ilustrado na Fig. 6b onde a alga
pequena central corresponde 3 onda P, a alca de tamanho intermediario _correspon
de donda T e a alga maior ao complexo QRS., Este tipo de display e, portan
to, familiar aos cardiologistas. O diagrama pode ser obtido plotando~se a par
te real contra a parte imaginaria do sinal analftico. Bolton e Westphal (1981)
ressaltarama vantagem deste display ser criticamente dependente da forma do ECG
e ao mesmo tempo insensivel a variacoes na escala e origem do tempo. O metodo
enfatiza perturbagoes na forma de onda do ECG, sem que seja necessiria a norma-
lizagao para uma frequEncia padrao. Isto permlte a comparacaoc de batimentos se
parados, de modo mais simples do que no dominio do tempo, onde se trorna neces—
sario alinhar os complexos para compara-los.Eles aplicaramtécnicas de reconheci
mento de padroes usando o diagrama de Nyquist para comparar batimentos sepaqg
dos, classificando—os de acordo com um certo numero de classes normais previa
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Fig.4 ECG, transformada de Hilbert(HECG), modulo e fase do sinalanalitico para a

derivagao II do ECG de um individuo normal.
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Fig.5 ECG, transformada d Hilbert (HECG), modulo e fase do sinal analitico para a
derivacao II do ECG de outro individuo normal.
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Fig.6 Em (a) o diagrama de Nyquist para o ECG da Fig.4 e em (b)
para o ECG da Fig.5.
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Fig.7 Transformada de Hilbert e modulo do sinal analitico na de-
tecgac do QRS. Vide explicagoes no texto.
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Fig.8 Visao tridimensional do ECG, transformada de Hilbert e si-
nal analitico. (a) vista de frente (b) vista de tras.
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mente determinadas.

Takaya e Carvalho (1983) sugeriram manter o eixo do tempo no display para
melhor ilustrar as relagoes entre parte real (ecg), parte imaginaria (hecg) e o
proprio sinal analitico com suas espirais de revolugao. Isto resulta em um
display tridimensional mostrado nas figuras 8a (vista de frente) e 8b(vista de
tras). Nestas figuras os eixos real, imaginario e do tempo sac marcados com r,
i e t, respectivamente.,

0 diagrama de Nyquist corresponde, na realidade, a projegio das  espirais
de movimento do sinal analitico no plano complexo. A catalogagao do display tri
dimensional para complexos normais e anormais pode ser feita e técnicas de pro—
cessamento, haseadas em reconhecimento de padroes, podem ter utilidade em pro-
gramas de diagnsstico de ECG usados em grande escala

CONCLUSOES

No presente trabalho foi feita uma discussao teorica sobre a TH e um meto
do para sua fmplementagao foi apresentado. ECG's de individuos mormais foram
processados utilizando-se esta técnica. FEmbora a TH do sinal contenha essenci-
almente a mesma 1nformagao do sinal original, a aplicagao do metodo resulta em
uma série de sinais temporais e displays derivados do sinal analitico. Aplica—
¢oes destes sinais e displays correntemente empregadas na analise do ECG foram
discutidos enquanto que novas aphcagoes relacionadas a deteccao do QRS  foram
testadas em eletrocardiogramas normais com indicagoes de que o método pode ser
utilizado a contento para este objetivo. Um display tridimensional no qual o
ECG original & mantido, juntamente com as espirais do sinal analitico foi apre-
sentado, Tal display permite ao cardiologista correlacionar complexos anormais
com as diversas espirais do sinal analitico. Isto pode ser a base para um sis—
tema de reconfiecimento de padroes baseado neste tipo de display.
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APENDICE

Este apendice fornece um algoritmo escrito em FORTRAN para o calculo da
TH, explicando também como surge a man1pulagao das partes real e imaginaria mos
trada na Fig. 2. Os passos necessarios para obter a TH envolvem: 1) aplica—
gdo da transformada de Fourier a sequéncia original, 2) apllcagao da subroti
na da TH ao resultado de 1, 3) aplicagdo da transformada inversa de Fourier.

C SUBROTINA HILBRT

C XR = vetor de entrada contendo a parte real da transformada de Fourier

C XI = vetor de entrada contendo a parte imaginaria da Transformada de Fourier
C N = numero de pontos do sinal original, NP = potencia de 2 tq 2**NP = N

SUBROUTINE HILBRT (XR, XI, N, NP)
DIMENSION XR(N), XI(N)

= N/2
XR(1) =
XI(1l) =
XR(N2+1) = 0.
XT(N2+1) = 0.

C Para w0
DO 100 I=2, N2

WW = XR(I)
XR(I) = + XI(D)
100 XI(I) = -~ WW

[ Para w<0
DO 200 I=N2+2,N

WW =XR(T)

IR(I) = - XI(T)
200 XI(I) = + WW

RETURN

END

A manipulagao das partes real e imaginaria feita no algoritmo acima deri-
va da multiplicagao por +j ou =-j no dominio da frequéncia como segue:

Seja =(t) a funcdo original, entdo:
F[x(t)] = X(w) = ReX(w) + jImX(w)

ImX{w) - jReX(w), ou se
- ReX(w).

multiplicando por "J para w>0 temos: -jX(w)
ja, apos a manipulacao obtémse Re = + ImX(w) e Im

Il

-ImX(w) + jReX(w) ou se

multiplicando por +j para w<0 temos: +jX(w)
+ ReX(w).

ja, apos a manipulagao obtémse Re = — ImX(w) e Im

Aplicando~se a transformada inversa de Fourier a este resultado obtemse
finalmente a transformada de Hilbert.
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HILBERT TRANSFORM APPLICATIONS TO THE ELECTRO-
CARDIOGRAM ANALYSIS

ABSTRACT— The Hilbert Transform has been used in many signal pro-
—— - - - . .

cessing applications. It has also been used, recently, in biological
signal processing, specially in ECG processing. This paper discusses
the Hilbert Transform from a theoretical point of view, shows how to

implement it and analyzes some applications in ECG processing, looking
forward to evaluate it's strength in this field.
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