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REMODELAGEM DAS EQUACOES DE HODGKIN E HUXLEY PARA O AXONIO
DO NERVO

por
RUY BARBOZA!

RESUMO - Uma nova versio matemdtica para o modelo da membrana do
ax6nio do nervo é apresentada, obtida do modelo de Hodgkin ¢ Huxley através
de modificagbes das equaces originais, mas preservando suas propriedades
quantitativas. A formulagdo aqui proposta possibilita um melhot exame do
comportamento do modelo original e proporciona um entendimento sobre
quantas variéveis sdo necessirias para a descrigio de cada resultado experimental
conhecido. Outros aspectos do modelo s3o comentados.

INTRODUCAO

O modelo de Hodgkin e Huxley (Hodgkin e Huxley, 1952) para a membrana do
ax0nio do nervo constitui-se de quatro equagbes e quatro variéveis, além das coordenadas
espaciais e da excitagio externa. Desde sua proposicdo, em 1952, o modelo tem sido vastamente
aplicado e estudado por neurofisiologistas, biofisicos e matematicos. Dada sua complexidade, a
busca de um entendimento qualitativo das equagdes tem levado 2 realizacio de simplificagdes,
como as de FitzHugh (Fitzhugh, 1969), que serviram de base para o muito utilizado, pelos
matemdticos principalmente, modelo simplificado do axdnio: as equagdes de FitzHugh-Nagumo
(Hastings, 1975); alternativamente, outros tipos de modelos simplificados tém sido utilizados
por pesquisadores para facilitar o estudo de sistemas de comportamento mais complexo, como a
geragdo de pulsos em salvas (Chay, 1990). O presente trabalho trata, também, da construgdo de
uma nova versdo do modelo de Hodgkin e Huxley, diferindo entretanto em relagio ao
procedimento empregado por outros autores. A abordagem aqui utilizada é tal que facilita o
entendimento qualitativo sem sacrificar as propriedades quantitativas do modelo original. Com
isto esperamos poder explorar outras possibilidades de andlise e aplicagdo do modelo
modificado.
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As novas equagoes

O sistema de equagdes que ora apresentamos foi obtido do modelo de Hodgkin e
Huxley mediante uma série de transformagdes e modificagdes das equagdes originais, sem
" alterar-lhes as propriedades quantitativas. Uma consequéncia deste trabalho foi a descoberta de
que a forma precisa dos potenciais de agdo pode ser descrita por apenas duas varidveis, as
outras duas sendo necessdrias apenas para descrever detathadamente situagbes em que a
membrana é submetida a excitagdes que ndo ocorrem naturalmente, isto &, fora do laboratério.
Podemos entdo apresentar 0 modelo da membrana como um sistema de difuséo e reagdo dado
por:

D B'x/asz - C ox/8t = (1-z)[w #(x) + ¥(x,y)] + ax + b - I(t) (1)

2 e ''T aysot = a(x) - y/T(x)

0]

Nestas equagdes, s € a distdncia ao longo da fibra; x = V-VK , onde V € a tensio
elétrica através da membrana; y € uma varidvel auxiliar e I(t) é a excitagdo externa. z e w sdo
também varidveis auxiliares, mas para a descri¢io de potenciais de a¢io ambas podem ser
substituidas pelas fungdes { (x,y), M (y), respectivamente. D=d/4R, onde d é o didmetro da
fibra e R a resisténcia elétrica do axoplasma; C € a capacitincia membrana; T é a temperatura
em graus Célsius; a=g; e b=g; (Vg-V), onde g;, V- e V| sdo constantes. As vérias
fungdes, definidas abaixo, foram estabelecidas mediante ajuste aos dados experimentais
disponiveis. ® e ¥ assemelham-se, graficamente, as qcaracteristicas experimentais das correntes
de sédio e de potéssio.
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RESULTADOS E CONCLUSOES

As Figuras 1 e 2 mostram algumas solugbes do sistema apresentado, obtidas por
integracdo numérica. Por estas Figuras observamos que a precisio das novas equagdes &
comparével & obtida com as equagdes de Hodgkin ¢ Huxley. Um grande niimero de resultados
conhecidos foi j4 ou segue sendo reproduzido pelas equagdes (1) e (2). Isto encoraja-nos a
conjecturar sobre a possibilidade de que a fibra do nervo em seu estado natural em vida, sujeita
apenas a excitagdes naturais, possa ser sempre descrita em seu funcionamento por apenas duas
variéveis de estado. Se tal interpretagfio for admitida, temos entdo um caminho para um melhor
entendimento do modelo de Hodgkin e Huxley, cujas varidveis adicionais seriam relevantes
apenas em sjtuagdes especiais, atuando exclusivamente sobre o fluxo de sédio. A Fig. 3 mostra
algumas trajetdrias no plano de fase x-y. A linha pontilhada, porém, representa a projegdo de
uma trajetéria tridimensional correspondente & simulagdo de experiéncia de excitagdo por
interrupgio anodal, cujo potencial de agdo € igual ao calculado com as equagdes de Hodgkin e
Huxley, embora aqui obtido com o auxilio de uma terceira variével, z, apenas. J4 para descrever
a corrente de s6dio em experiéncias de grampeamento de tensdo de grandes despolarizagoes,
torna-se necessdria a presenga da quarta varidvel, w.

Outra propriedade decorrente das transformagdes realizadas € a bidirecionalidade
dos fluxos de potéssio e de s6dio (Fig. 4), ndo explicitas na forma original do modelo, € cujos
valores calculados concordam com os dados experimentais fornecidos em (Hodgkin e Huxley,
1952). Esta bidirecionalidade fica aparente no circuito equivalente da membrana, referido a
abaixo. B interessante observar também que, enquanto a independéncia dos fluxos i6nicos de
diferentes espécies € uma premissa do modelo original, aqui o fluxo de sédio é dependente do
fluxo de potassio. No que se refere s propriedades das novas equagdes do ponto de vista
puramente matemético, € importante o fato de poderem as trajetérias ser facilmente
visualizadas e estudadas sem aproximagbes nos espagos de fase bi e tridimensional. Nisto
contrasta com o modelo original de Hodgkin e Huxley, cuja geometria somente é desvendada
utilizando métodos aproximados ou assint6ticos. Por outro lado, o sistema de duas varidveis,
sendo suficientemente exato, facilita o estudo da estabilidade das solugbes e a anilise de
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bifurcagdes. Qutra possibilidade desta versdo é a dedugio de um novo e detalhado circuito
elétrico equivalente para a membrana (Barboza, 1990), ¢ uma posterior simplificagdo e
aplicagdo na construglio de circuito eletrdnico andlogo. As fotografias mostradas na Fig. 5
referem-se a sequéncias de pulsos de potenciais de ago obtidas do circuito protétipo montado
em nosso laboratdrio.
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POTASSIO

{mS/cm?2)

CONDUTANCIA

Figural. Condutdncia do potdssio durante grampeamento de tensdo. Os circulos correspondem a
resultados experimentais (Hodgkin e Huxley, 1952), os pontos s equagdes de Hodgkin ¢
Huxley e a curva contfnua ao modelo aqui apresentado.
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Figura 2.  a) Potencial de a¢do de membrana. Choque inicial de 20 nC/cmz. #b) Potencial de agio de
propagagio e conduténcias associadas, calculados com as equagdes do presente modelo.
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Figura3. Plano de fase corrrespondente ao modelo proposto. A linha pontilhada refere-se a
trajetdria tridimensional (vide texto).
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Fig. 4 - Fluxo bidirecional de s6dio, durante potencial de a¢do de propagacdo.
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Figura 5.  Fotografias da tela de oscilosc6pio mostrando os pulsos obtidos com a montagem de anédlogo
eletrdnico deduzido a partir do modelo matematico proposto neste trabalho.
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REMODELLING OF THE HODGKIN-HUXLEY EQUATIONS FOR THE NERVE AXON

ABSTRACT - A new mathematical version for the nerve axon membrane model
is presented. This was derived from the Hodgkin-Huxley model by means of
modifications of the original equations while preserving their quantitative
properties . The proposed formulation affords better insights into the behaviour
of the original model and provides an understanding of how many variables are
necessary to explain each of the known experimental results. Other aspects of the
model are commented.



